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摘　要：优美图是图论中重要的研究课题之一，有着广泛的应用价值和研究前景。但是目前仍然很难从理论上
对一般图的优美性进行研究。马克杰猜想：所有优美图的冠都是优美图。这一猜想至今没有被证明或否定。对

任何正整数ｍ和ｎ，用构造的方法给出了图Ｉ（１－Ｆｍ，４）和 Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）的优美标号，从而证明了 Ｉ（１－Ｆｍ，４）
和Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）都是优美图。
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　　图的优美标号是目前图论研究的一个热点问
题［１－１１］，它的研究成果已经应用于密码理论、天

文学、导弹控制、雷达、通讯网络寻址、数据库管

理等方面［１－２］。文献 ［１］中给出了一个猜想：任
意优美图的冠是优美图。这一猜想至今未被证明或

否定。本文证明了两类优美图的冠是优美图。

１　相关概念

定义１［１］　图Ｇ的每个顶点上都粘接 ｒ条悬挂
边（ｒ≥１的整数）得到的图，叫做 Ｇ的 ｒ－冠。Ｇ
的１－冠称为Ｇ的冠，记作Ｉ（Ｇ）。

定义２［１］　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），若存单射θ：Ｖ（Ｇ）
→｛０，１，２，…，｜Ｅ（Ｇ）｜｝，使得ｅ＝ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），
由θ′（ｅ）＝｜θ（ｕ）－θ（ｖ）｜导出双射 θ′：Ｅ（Ｇ）→
｛１，２，…，｜Ｅ（Ｇ）｜｝，则称图Ｇ是优美图，θ称为图
Ｇ的一个优美标号，θ′称为由θ导出的边标号。

文献 ［１］中把顺序有一个公共顶点的 ｍ个４
圈Ｃ４所形成的图记为 Ｆｍ，４（如图１所示），Ｆｍ，４是
优美图［１］。设 Ｖ（Ｆｍ，４）＝｛ｕ０，ｕ１，…，ｕｍ，ｖ１，ｖ２，…，
ｖｎ，ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ｝，将顶点ｐｉ与图Ｆｍ，４的顶点ｖｉ和
ｗｉ分别连接一条边（ｉ＝１，２，…，ｍ）得到的图记为
１－Ｆｍ，４（如图２所示）。
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图１　Ｆｍ，４图

Ｆｉｇ１　ＦｉｇｕｒｅｏｆＦｍ，４

图２　１－Ｆｍ，４图

Ｆｉｇ２　Ｆｉｇｕｒｅｏｆ１－Ｆｍ，４

２　主要结果及其证明

定理１　ｍ∈Ｚ＋，图１－Ｆｍ，４是优美图。

证明　根据图１－Ｆｍ，４的定义，Ｅ（１－Ｆｍ，４） ＝
６ｍ，Ｖ（１－Ｆｍ，４） ＝４ｍ＋１，定义图１－Ｆｍ，４顶点的
标号θ如下：

θ（ｕｉ）＝２ｉ，ｉ＝０，１，…，ｍ；
θ（ｐｉ）＝２ｉ－１，ｉ＝１，…，ｍ；

θ（ｖｉ）＝６ｍ－４（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｍ；
θ（ｗｉ）＝６ｍ－３－４（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｍ

例如，图１－Ｆ６，４的优美标号图３所示。

图３　图１－Ｆ６，４的优美标号

Ｆｉｇ３　Ｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇｏｆｇｒａｐｈ１－Ｆ６，４

令Ｓ１ ＝｛θ（ｕｉ）｜ｉ＝０，１，…，ｍ｝，Ｓ２ ＝｛θ（ｐｉ）
｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，

Ｓ３ ＝｛θ（ｖｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，Ｓ４ ＝｛θ（ｗｉ）｜ｉ
＝１，２，…，ｍ｝。
因为Ｓ１∪Ｓ２＝｛０，１，２，…，２ｍ｝，ｍｉｎＳ３＝２ｍ＋

４，ｍｉｎＳ４ ＝２ｍ＋１，ｍａｘ（Ｓ１∪Ｓ２）＝２ｍ－１，所以Ｓｉ
∩Ｓｊ＝，ｉ≠ｊ。因此，映射θ：Ｖ（１－Ｆｍ，４）→｛０，１，
２，…，６ｍ｝是单射。

显然θ（ｖ１）－θ（ｕ０），θ（ｖ１）－θ（ｐ１），θ（ｖ１）－
θ（ｕ１），θ（ｗ１）－θ（ｕ０），θ（ｗ１）－θ（ｐ１），θ（ｗ１）－
θ（ｕ１），θ（ｖ２）－θ（ｕ１），θ（ｖ２）－θ（ｐ２），θ（ｖ２）－

θ（ｕ２），θ（ｗ２）－θ（ｕ１），θ（ｗ２）－θ（ｐ２），θ（ｗ２）－
θ（ｕ２），…，θ（ｖｍ）－θ（ｕｍ－１），θ（ｖｍ）－θ（ｐｍ），θ（ｖｍ）
－θ（ｕｍ），θ（ｗｍ）－θ（ｕｍ－１），θ（ｗｍ）－θ（ｐｍ），θ（ｗｍ）
－θ（ｕｍ）是首项为６ｍ，尾项是１，公差是１的等差
数列，所以 θ′：Ｅ（１－Ｆｍ，４）→ ｛１，２，…，６ｍ｝是双
射，因此θ是图１－Ｆｍ，４的一个优美标号，图１－
Ｆｍ，４是优美图。证毕。

定理２　ｍ∈ Ｚ＋，图 １－Ｆｍ，４的冠 Ｉ（１－
Ｆｍ，４）是优美图。

证明　根据图 Ｉ（１－Ｆｍ，４）的定义，｜Ｖ（Ｉ（１－
Ｆｍ，４））｜＝８ｍ＋２，｜Ｅ（１－Ｆｍ，４）｜＝１０ｍ＋１。

设Ｖ（Ｉ（１－Ｆｍ，４））＝｛ｕ０，ｕ１，…，ｕｍ，ｖ１，ｖ２，…，
ｖｍ，ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ，ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，ｑ１，ｑ２，…，

ｑｍ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ，ｒ０，ｒ１，ｒ２，…，ｒｍ｝，
如图４所示。

图４　Ｉ（１－Ｆｍ，４）图

Ｆｉｇ４　ＦｉｇｕｒｅｏｆＩ（１－Ｆｍ，４）

定义图Ｉ（１－Ｆｍ，４）顶点的标号θ如下：
θ（ｕｉ）＝６ｉ，ｉ＝０，１，…，ｍ；θ（ｐｉ）＝２＋６（ｉ－

１），ｉ＝１，…，ｍ；
θ（ｖｉ）＝１０ｍ－１－４（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｍ；

θ（ｗｉ）＝１０ｍ－４（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｍ；
θ（ｑｉ）＝１０ｍ－６－４（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｍ；

θ（ｘｉ）＝３＋６（ｉ－１），ｉ＝１，…，ｍ；
θ（ｙｉ）＝５＋６（ｉ－１），ｉ＝１，…，ｍ；θ（ｒｉ）＝１０ｍ

＋１－４ｉ，ｉ＝０，１，…，ｍ
例如，图Ｉ（１－Ｆ６，４）的优美标号如图５所示。

图５　图Ｉ（１－Ｆｍ，４）的优美标号

Ｆｉｇ５　ＧｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇｏｆｇｒａｐｈＩ（１－Ｆｍ，４）

５２
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令Ｓ１＝｛θ（ｕｉ）｜ｉ＝０，１，…，ｍ｝，Ｓ２＝｛θ（ｐｉ）｜ｉ＝
１，２，…，ｍ｝，Ｓ３ ＝｛θ（ｖｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，Ｓ４ ＝
｛θ（ｗｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，Ｓ５＝｛θ（ｑｉ）｜ｉ＝１，２，…，
ｍ｝，Ｓ６＝｛θ（ｘｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝，Ｓ７＝｛θ（ｙｉ）｜ｉ＝
１，２，…，ｍ｝，Ｓ８ ＝｛θ（ｒｉ）｜ｉ＝０，１，２，…，ｍ｝，则
ｍａｘＳ１ ＝６ｍ，ｍａｘＳ２ ＝６（ｍ－１）＋２，ｍｉｎＳ３ ＝６ｍ
＋３，ｍｉｎＳ４＝６ｍ＋４，ｍｉｎＳ５＝６ｍ－２，ｍａｘＳ６＝６ｍ
－３，ｍａｘＳ７ ＝６ｍ－１，ｍｉｎＳ８ ＝６ｍ＋１，所以Ｓｉ∩Ｓｊ
＝，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，８｝。因此，映射θ：Ｖ（Ｉ（１－
Ｆｍ，４））→｛０，１，２，…，１０ｍ＋１｝是单射。

因为θ（ｒｉ－１）－θ（ｕｉ－１），θ（ｗｉ）－θ（ｕｉ－１），θ（ｖｉ）
－θ（ｕｉ－１），θ（ｗｉ）－θ（ｐｉ），θ（ｖｉ）－θ（ｐｉ），θ（ｖｉ）－
θ（ｘｉ），θ（ｗｉ） － θ（ｙｉ），θ（ｗｉ） － θ（ｕｉ），θ（ｖｉ） －
θ（ｕｉ），θ（ｑｉ） －θ（ｐｉ）（ｉ＝ １，２，…，ｍ），θ（ｒｍ） －
θ（ｕｍ），是首项为１０ｍ＋１，尾项是１，公差是１的等
差数列，故θ′：Ｅ（Ｉ（１－Ｆｍ，４））→｛１，２，…，１０ｍ＋１｝
是双射，从而θ是图Ｉ（１－Ｆｍ，４）的一个优美标号，
图Ｉ（１－Ｆｍ，４）是优美图。证毕。

文献 ［３］证明了：对任意正整数 ｎ，完全 ４
部图Ｋ１，１，１，ｎ是优美图。例如，图Ｋ１，１，１，７的优美标号
如图６所示。

图６　图Ｋ１，１，１，７的优美标号

Ｆｉｇ６　ＧｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇｏｆｔｈｅｇｒａｐｈＫ１，１，１，７

定理３　ｎ∈ Ｚ＋，完全 ４部图 Ｋ１，１，１，ｎ的冠
Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）是优美图。

证明 　 易 知 Ｖ（Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）） ＝ ２ｎ ＋３，

Ｅ（Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）） ＝４ｎ＋６。设Ｖ（Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ））＝｛ｕ１，
ｕ２，ｕ３，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ，ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ，ｘ１，ｘ２，ｘ３｝，如图７
所示。

定义图Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）顶点的标号θ如下：
θ（ｕ０）＝０；θ（ｕ１）＝ｎ＋１；θ（ｕ３）＝３ｎ＋６；
θ（ｘ１）＝ｎ＋２；θ（ｘ２）＝３ｎ＋５；θ（ｘ３）＝ｎ＋３；

　 θ（ｖｉ）＝３ｎ＋７＋（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｎ；
θ（ｗｉ）＝ｎ＋５＋２（ｉ－１），ｉ＝１，２，…ｎ
例如，图Ｉ（Ｋ１，１，１，７）的优美标号图８所示。
令 Ｓ１ ＝｛θ（ｖｉ）｜ｉ＝０，１，…，ｎ｝∪ ｛θ（ｘ２），

图７　图Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）

Ｆｉｇ７　ＦｉｇｕｒｅｏｆＩ（Ｋ１，１，１，ｎ）

图８　图Ｉ（Ｋ１，１，１，７）的优美标号

Ｆｉｇ８　ＧｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇｏｆｇｒａｐｈＩ（Ｋ１，１，１，７）

θ（ｕ３）｝＝｛３ｎ＋５，３ｎ＋６，３ｎ＋７，…，４ｎ＋６｝，Ｓ２＝
｛θ（ｕ１），θ（ｕ２），θ（ｘ１），θ（ｘ３）｝＝｛０，ｎ＋１，ｎ＋２，ｎ
＋３｝，Ｓ３＝｛θ（ｗｉ）｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝＝｛ｎ＋５，ｎ＋７，
ｎ＋９，…，３ｎ＋３｝，则Ｓｉ∩Ｓｊ＝，ｉ≠ｊ。因此，映射
θ：Ｖ（Ｉ（１－Ｆｍ，４））→｛０，１，２，…，１０ｍ＋１｝是单射。

因为 θ（ｖ１）－θ（ｕ３），θ（ｖ２）－θ（ｕ３），…，θ（ｖｎ）
－θ（ｕ３），θ（ｕ２）－θ（ｕ１），θ（ｘ１）－θ（ｕ１），θ（ｖｎ）－
θ（ｗｎ），θ（ｖｎ－１）－θ（ｗｎ－１），…，θ（ｖ１）－θ（ｗ１），θ（ｕ３）
－θ（ｘ３），θ（ｘ２）－θ（ｕ２），θ（ｕ３）－θ（ｕ２），θ（ｖｉ）－
θ（ｕ２）（ｉ＝１，２，…，ｍ），θ（ｕ３） －θ（ｕ１），θ（ｖｉ） －
θ（ｕ１）（ｉ＝１，２，…，ｍ），是首项为１，尾项是４ｎ＋
６，公差是１的等差数列，故 θ′：Ｅ（Ｉ（１－Ｆｍ，４））→
｛１，２，…，１０ｍ＋１｝是双射，从而 θ是图 Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）
的一个优美标号，图Ｉ（Ｋ１，１，１，ｎ）是优美图。证毕。
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